
Считающая мера и дискретная плотность (раздел 3.2)
Для того, чтобы вся рассматриваемая теория работала как в непрерывном, так и в дискрет-

ном случае, введем понятие плотности дискретного распределения. Пусть X ⊂ R — не более
чем счетное множество и BX — сигма-алгебра на X . Введем ряд понятий

1. Считающей мерой на X называется функция 𝜇 : BX → N∪{+∞}, определенная по пра-
вилу 𝜇(𝐵) =

∑︀
𝑘∈X

𝐼{𝑘 ∈ 𝐵} для 𝐵 ∈ BX , т.е. количество точек из X в множестве 𝐵;

2. Интеграл функции 𝑓 по мере 𝜇 определяется как
∫︀
R
𝑓(𝑥)𝜇(𝑑𝑥) =

∑︀
𝑘∈𝐵∩X

𝑓(𝑘), если ряд

в правой части сходится абсолютно;

3. Если 𝜉 — случайная величина со значениями из X , то ее дискретной плотностью будем
называть 𝑝(𝑥) = P(𝜉 = 𝑥), 𝑥 ∈ X ;

4. Если E𝑔(𝜉) конечно, то справедлива формула E𝑔(𝜉) =
∫︀
R
𝑔(𝑥)𝑝(𝑥)𝜇(𝑑𝑥).

Таким образом имеет место полная аналогия с непрерывным случаем. Семейство распре-
делений P будем называть доминируемым, если все распределения в нем непрерывны либо
все дискретны. В дальнейшем для простоты вместо 𝜇(𝑑𝑥) будем писать 𝑑𝑥.

Условия регулярности (раздел 3.2 — эффективные оценки)
𝑋 = (𝑋1, ..., 𝑋𝑛) — выборка из неизвестного распределения P𝜃 ∈ P,
где P = {P𝜃 | 𝜃 ∈ Θ} — доминируемое семейство с плотностью 𝑝𝜃(𝑥).

E1. Θ — открытый интервал в R (возможно, бесконечный);

E2. Носитель плотности {𝑥 ∈ R | 𝑝𝜃(𝑥) > 0} не зависит от 𝜃;

E3. Для любой статистики 𝑆(𝑋) с конечным вторым моментом выполнено свойство диффе-
ренцирования под знаком интеграла

𝜕

𝜕𝜃

∫︁
X

𝑆(𝑥)𝑝𝜃(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
X

𝑆(𝑥)
𝜕

𝜕𝜃
𝑝𝜃(𝑥)𝑑𝑥.

E4. Для любого 𝜃 величина E𝜃

(︀
𝜕
𝜕𝜃

ln 𝑝𝜃(𝑋)
)︀2 конечна и положительна.

Условия регулярности (раздел 3.3 — свойства ОМП)
L1. Семейство P = {P𝜃 | 𝜃 ∈ Θ} является доминируемым с плотностью 𝑝𝜃(𝑥),

причем P𝜃1 ̸= P𝜃2 , если 𝜃1 ̸= 𝜃2;

L2. Носитель плотности 𝐴 = {𝑥 ∈ R | 𝑝𝜃(𝑥) > 0} не зависит от 𝜃;

L3. 𝑋 = (𝑋1, ..., 𝑋𝑛) — выборка из неизвестного распределения P ∈ P;

L4. Θ — открытый интервал в R (возможно, бесконечный);

L5. Плотность 𝑝𝜃(𝑥) дифферецируема по 𝜃 для любого 𝑥 ∈ 𝐴;

L6. Плотность 𝑝𝜃(𝑥) трижды непрерывно дифферецируема по 𝜃 для любого 𝑥 ∈ 𝐴;

L7. Интеграл
∫︀
𝐴

𝑝𝜃(𝑥)𝑑𝑥 трижды дифферецируем по 𝜃;

L8. 𝑖(𝜃) = E𝜃

(︀
𝜕
𝜕𝜃

ln 𝑝𝜃(𝑋1)
)︀2 ∈ (0,+∞) — информация Фишера одного наблюдения;

L9. ∀𝜃0 ∈ Θ ∃𝑐 > 0 ∃𝐻(𝑥) ∀𝜃 ∈ (𝜃0 − 𝑐, 𝜃0 + 𝑐) :
⃒⃒⃒
𝜕3

𝜕𝜃3
ln 𝑝𝜃(𝑥)

⃒⃒⃒
< 𝐻(𝑥) и E𝜃𝐻(𝑋1) < +∞.
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